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PODSTAWY METOD NUMERYCZNYCH

(wyktad + ¢wiczenia laboratoryjne)

Prof. dr hab. Krzysztof Dems

Tresci programowe:

* Podstawy obliczen numerycznych, obliczenia doktadne
1 zaokraglenia, rodzaje btedow.

* Algebra macierzy: tworzenie macierzy, podstawowe
operacje na macierzach.

* Metody rozwiazywania uktadéw liniowych réwnan
algebraicznych.

* Metody rozwiagzywania nieliniowego rOwnania z jedng
niewiadomg oraz uktadow rownan nieliniowych.

e Wielomiany jednej i wigcej zmiennych.
* Interpolacja i aproksymacja funkcji jednej zmienne;.
e Rozniczkowanie numeryczne.

« Catkowanie numeryczne.
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ZRODEA BEEDOW PRZY ROZWIAZYWANIU
PROBLEMU:

Powstaja w dwoch obszarach:

1. Przy matematycznym formutowaniu zadania.

2. Podczas wykonywania obliczen:
e btedy grube lub pomyiki;
 btad metody lub obcigcia;
* btad zaokraglenia.
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Bledy grube [ stosowanie komputeréw w obliczeniach
zmniejszyto prawdopodobienstwo ich wystepowania.

Blad metody lub obciecia [1 rozwigzywanie problemu w
postaci przyblizonej, mogacej si¢ r0zni¢ od postaci
pierwotnej.

Blad zaokraglenia [1 nieskonczone rozwinigcia
dziesi¢tne (lub dwojkowe w komputerze) trzeba zaokraglac.
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DEFINICJE BEEDOW:

Pojecie pierwotne =  warto$¢ dokladna (WD)

1) Warto$¢ przyblizona (WP) :

wart. doktadna = wart. przyblizona + btad bezwzgledny

WD = WP + BB

2) Blad wzgledny (BW): BW=——-

Prosty przvktad:

WD = % ;  przyblizenie dziesigtne: WP =0.333

BB = WD - WP = % 0333 = % 1073

1 oo-3
Yno

BW= "0 =3 _ =103
WD

1
3
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RERGUEA ZAOKRAGLEN:

Liczba x jest poprawnie zaokraglona na d-tej pozycji

do liczby x“ jezeli btad zaokraglenia € jest taki, ze

M Z‘X—x(d)‘ S%DOd

Jezeli | = % 10Y = mozna wybraé zaokraglenie “w dét” lub

“w gore”.

Przyktad:

niech WD x =6.74399666

wiedy: WP ) = 6744

A7) = 67439967

oraz niech WD x = (0.27755000

A =02775
wtedy WP :  lub

) 202776
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KOLEJNOSC OBLICZEN A BEAD:

Kolejnos¢ wykonywania dziatan i zaokraglen ma wptyw

na btad wyniku obliczen.

Przyktad:
 obliczenia dokladne (bez btedu zaokraglen):
a’-b* = (a +b)(a —b)

bez wzgledu na wartosci a 1 b.

 obliczenia przyblizone (z btedem zaokraglen) :

wynik dziatan a* -b* moze by¢ r6zny od wyniku dziatan

(a +b)(a -b) szczegllnie, jezeli a i b sa duzymi liczbami mato
r6znigcymi si¢ od siebie.
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BEAD WARTOSCI FUNKCJI:

Funkcja wielu zmiennych:  f(x;, x,, ....., x,) O WD
WD x;, ; WP y=x-6& ; & [ BB zmiennej x;.

WP funkcji f(x;, x, «vny X,)
BB funkCJl = f(xl, Xoy eeeen 5 xn) - f(yl’ Yo, ..... , yn)

BB funkcji =
— f(y1+51,y2 +£2, ..... ,yn+5n) - f(yl’YZ’ """ ’Yn) =

n 0 1 n n 0«2
= f(yl’YZ’ “““ ’YH) +Z‘S}%+EZ Zgl E; f ' + ... _f(yl’YZ’ ..... ,yn)

n n n 2
BB funkeji =Y & 7L+ 35 6,0 v

i=1 9 i=1 j=1

of

Ostatecznie: BB funkcji =) ¢ o




Katedra Inzynierskich Zastosowan Informatyki WSInf.
Opracowatl: Prof. dr hab. Krzysztof Dems Materiaty pomocnicze do wyktadu

TEORIA STATYSTYCZNA BLEDU ZAOKRAGLENIA:

Rozktad sumy n wzajemnie niezaleznych btedow, przy n — o,

dazy do rozktadu normalnego.

Przvy obliczeniach, w ktorych wystepuje n dziatan:

max. blad bezwzgledny (BB),.x jest proporcjonalny do
n,

btad prawdopodobny BP jest proporcjonalny do /n.
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ALBEBRA MACIERZY

OKkreslenie macierzy:

Uporzadkowany zbior m x n liczb rozmieszczonych w postaci
prostokatnej tabeli o m wierszach 1 n kolumnach nazywamy
macierza.

ag apn T
a a .. a
A=| P 92 2n
_Clml ayn .. amn_
ai; (1=1,2,...m;j=1,2,...,n) -  elementy macierzy
A=| ajj]

Jest to macierz typu m x n

inacze] dimA=mxn

*m=n — macierz kwadratowa
* m%n — macierz prostokatna
em=1,n>1 — macierz (lub wektor) wierszowy

m > 1, n = 1 -~ macierz (lub wektor) kolumnowy
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Wazne macierze:

* macierz przekatniowa (lub diagonalna)

macierz kwadratowa n x n o wltasnosci: a; #0 , a; =0
dlai#j

(a, 0 0 .. 0
0 a O 0
A=|0 0 a 0
0 0 0 a,

* macierz jednostkowa 1

jezeli a; =1 dla i=1,2,3,...,n
(1 0 0 .. 0]
O 1 0 .. 0

I=(0 01 ..0

= I=[9)]

symbol Kroneckera 0, =

0 dla i#
ij

1 dla i=



Katedra Inzynierskich Zastosowan Informatyki WSInf.
Opracowatl: Prof. dr hab. Krzysztof Dems Materiaty pomocnicze do wyktadu

e macierz zerowa 0

jezeli wszystkie elementy macierzy  a; =0

0 0 0 .. 0]
000 .. 0
0=0 00 .. 0
0 0 0 0

* macierz symetryczna

macierz kwadratowa o wilasnosci:  aj; = a;

1 3 5 8 0]
3 2 9 4 -l
5.9 6 2 7
8 4 -2 5

0 -1 7 |

* macierz asymetryczna

macierz kwadratowa o wtasnosci:  aj; = -a;i

0 3 5 8 -2]
-3 0 9 4 -1
-5 -9 0 -2 7
-8 -4 2 0 -3
2 1 -7 3 0

11
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Podstawowe dzialania na macierzach:

1. Rownos¢é macierzy:
dim A =dim B

2. Dodawanie dwoch macierzy:
dim A =dim B=dim C

C=A+B - cij=aij+bij

Witasnosci dodawania macierzowego:
) A+B=B+A
2) A+0=A
3) A+(B+C)=(A+B)+C

3. Odejmowanie dwoch macierzy:
dim A =dim B=dim C

C=A-B - Cyj =y -

A-B=A+(-B)

12
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4. Mnozenie macierzy przez liczbe:
dim B =dim A

B=0A=A0 - bij =a a;

A2 st 2 s, [3 69
4 5 6| |4 5 6/ |12 15 18

Wtasnosci mnozenia macierzy przez liczbe:

1) 1A=A 4) (a+p)A=al+pLA
2) 0[A=0 5) a(A+B)=aA+aB

13
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5. Mnozenie macierzy przez macierz:

Dane: dimA=mxn dimB=nxgqg

tzn. liczba kolumn A = liczbie wierszy B

Okreslamy macierz C, taka, ze dim C = m x g, ktorej
wspoOtczynniki

okreslone sg wzorem:

n
ci = D ay by
j=1

wtedy: C=A[B ~ macierz C jestiloczynem macierzy A

i B.

1 2 .. 1 q 1 2 .. n
1joo.. Oo.. 0110 o.. d 12..1
2/00.. O..02|0 O J1|00.. b
oD O CE: 2(00.. by
(0., ¢ O i |a; aH a,| :|: @

3 EEEE o : ln|O0O.. b,
m|(0O.. O m| O O 0o L

n
i =D a;by=aybytanby+ L +ay by
=1

14
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Przvktad mnozenia macierzowego:

2 4 1 6
1 2 3 1 18 3 19
-2 1 4 2| =
-2 4 -1 -13 -8 16 -7
1 4 -2 3

Wtasnosci: (A, B, C - macierze; o - skalar (liczba)
1) AIBZBIA
2) Al(BIC)=(A[B)[C
3) a(A +B)=0A +aB
4) (A+B)[C=A[C+BI[C
5) Cl(A+B)=CIA+CI[B
6)IIA=A , A=A

Ad. 1

I 2 2 3 4 11 17 22
A= B = ~ AB= ~ BMA=

5 6 1 4 16 39 21 26
Ay 3By =Chu ale B;.,[A,,; - nie ma sensu

15
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6. Transpozycja macierzy:

A - AT

Macierz transponowana powstaje 7 macierzy wyjsciowej przez
zamiane wierszy z kolumnami,

B=A" - bj=a

dimA=mxn - dimB =dim A'=nxm.

1 11 21]
1 2 3 4 57 |2 12 22
11 12 13 14 15| =[3 13 23
21 22 23 24 25| |4 14 24
5 15 25

=[1 2 3 4] : [1 2 3 4] =

A W N =

A W N =

16
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Witasnosci:
T\T
HAHT = A

) (A+B) =AT+B"
3) (Am)' =BT AT

Whniosek: Macierz identyczna ze swoja macierza
transponowana jest macierza symetryczng. A=A -
djj = 45

czyli: macierz symetryczna jest macierza kwadratowa, ktore;j
elementy sg symetryczne wzgledem przekatnej gtéwne;.

Twierdzenie: Iloczyn macierzy 1 jej macierzy transponowanej

T
jest macierza symetryczng, AAT = (A EAT) :

(A mT)T - (AT)T AT=AMT

1 2 3 14 32
4 5 6 132 77

W N =
AN Dn B~

17
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7. Rozklad macierzy na skladowg symetryczng
i asymetryczna

Dana jest A = [ajj]

Mozna napisac: b, =b; C;i =—Cj

Sym. asym.

czyi  A=B + C

gdzie: b, :%[a,-j +ajij - sktadnik symetryczny
i~ %[a,-j —a ﬂj - skfadnik asymetryczny
Przykiad:
2 5 7 2 35 0 2 2
1 4 8|=3 4 7|+|—2 0 1
3 6 9 57 9 12 -1 0

18
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8. Wyznacznik macierzy kwadratowej

an 4d;p ... 4y
A,=[ai]= dy; dpp . Ay uporzadkowana
nxn — 1] - . . . - ) .
: : : tablica liczb
_anl anz cee Clnn_

Tej tablicy przypisujemy pewna liczcbe W obliczana wg

Scisle okreslonych regut 1 zwana wyznacznikiem:

an Cllz aln

W:detA: Cl21 022 Clzn _ ‘A‘

Clnl Cln2 Clnn

19
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SPOSOB OBLICZANIA WYZNACZNIKA:

Krok 1: Z kolejnych wierszy macierzy wybieramy po
jednym elemencie, kazdy lezacy w innej kolumnie.

Wybieramy wszystkie mozliwe kombinacje.

Np. dla macierzy 3 x 3:

Mozliwosci Permutacje

wyboru drugich indeksow
ay,  ap  ap ayy lay, Lass 123 0 +
A=lay ayn ay ayy Ldps L3, 132 1 -
d3; dzp ds3 ayp Ly Ldis; 213 1 -

ayy Ldys Ld3, 231 2

ay3 Ly L, 312 )
ay3 Ly, Lds, 391 3

Krok 2: Dla kazdej mozliwosci okresla si¢ najmniejsza liczbg
przestawien t odpowiedniej permutacji, przywracajaca naturalny
porzadek 1,2, 3, ..., n.

20
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Reguta obliczania liczby przestawien:

Idac w danej permutacji od lewej do prawej strony sumuje si¢
ilo$¢ cyfr po prawej stronie kolejnej cyfry, ktore sa od niej
mniejsze.

Permutacje: 3 2 1 231 53124
Lo Lo Lol
t = 2+1=3 I+1=2 4424+0+0 =16

Krok 3: Tworzy si¢ sumg iloczynéw elementow wybranych w
kroku 1 opatrzonych znakiem “+” gdy 1lo$¢ przestawien
stowarzyszonej permu-tacji wyznaczona w kroku 2 jest

66 ¢

parzysta lub znakiem “-* jezeli jest nie-parzysta.

Dla rozpatrywanego przyktadu:
W=det A=a, by, ldy; +a,ldyldy) + a5l ldy,) +

-ay Ly ldy, - ap, ld,, Ly, - a5, Ly,

Ogolnie: dla macierzy A, xn
t
det A = Z('lj Gy, &y, &y, O.. &,

gdzie sumowanie jest rozciggniete na wszystkie mozliwe
permutacije j;, jz, j3 . - ., jo claguliczb 1, 2, 3,..., n zaStjest
liczba przestawien.

21
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Wyznacznik macierzy diagonalnej:

"
0
0

0
as
0

0
0

- det A = a [a2 [03 [ ... [an

Wyznacznik macierzy 2 x 2:

a

any

arn
5%)

=ay Ly, —ap, Ly,

Wyznacznik macierzy 3 x 3:

an
any
aszy

ar

253

ai
)
azp
ain
an)

aps
a3
as33
apz
a3

lub

ar

53
asy

app
25%)
asp

apz|dqg
dn3|dyy
dz3|d3

50)
25%)
asn

«—

regut a Sarrusa

22
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Wilasnosci wyznacznika:

1. Zamiana dwoch wierszy macierzy zmienia znak wyznacznika.

2. Pomnozenie wiersza przez liczb¢ powoduje pomnozenie
wyznacznika przez ta sama liczbe.

3. Jezeli dwa wiersze w macierzy sa identyczne to wyznacznik

jest rOwny zero.

4. Dodanie do jednego wiersza innego wiersza pomnozonego
przez dowolna liczbe nie zmienia warto$ci wyznacznika.

5. Wyznacznik macierzy transponowanej jest taki sam jak
macierzy oryginalne;.

Uwaga: Wiasnosci 1 + 4 dotycza réwniez kolumn macierzy
konsek-wencja wtasnosci 5 (det AT=detA).

Definicja: Macierz, ktorej wyznacznik jest rOwny zeru
nazywamy macierza osobliwa.

23
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Numeryczne wyznaczanie wartosci wyznacznika:

Korzystajac z wlasnosci 4, wyznacznik macierzy oryginalne;j
przeksztatcamy do wyznacznika macierzy diagonalne;j.

102
Przyktad2: det A =0 3 4/=-54 (np. zregut ySarrusa)
560
1 0 2(-5) 10 2 10 2
det A=j0 3 4 -0 3 42 0o 3 4 =
56 0 0 6 -10 0 0 —18[@3)
18
10 0 10 0
-0 3 4 -0 3 0=13[-18)=-54
0 0 -I8

24
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INNA METODA WYZNACZANIA WARTOSCI

WYZNACZNIKA MACIERZY
J
(a ap ay, |
Dana jest macierz kwadratowa = | ay; ay a,
R Doa; I
L dn1 An2 Ann

Usuwamy z A -ty wierszi j - ta kolumne — macierz AY
dim AY =(n-1) X(n-1)

Podwyznacznik macierzy A odpowiadajacy elementowi a;;.

minor (a;) = (-1)"" det A”

Wtedy zachodzi:

4
+

det A = a; minor (a;) =Y (~1) "/ a; det AY
Jj=1 j=1
I 0 2
Przyktad: det A =0 3 4/=-54
5 6 0
Wybieramy pierwszy wiersz do rozwini¢cia: n =3,i=1,j =
1,2,3
: 1+j 1j 1+1 3 4 1+2 0
det A =Y (-1) Va;;det AV =(=1)7 O |+(=1)" "D
= 6 0 50
0 3
+(-1)"" 20
5 6
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