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RACHUNEK PRAWDOBODOBIEŃSTWA

Rachunek prawdopodobieństwa (probabilistyka) jest działem matematyki, którego silny rozwój zaczął się już w XVII wieku i trwa do dzisiaj i zajmuje się badaniem praw rządzącymi zdarzeniami losowymi.

Pojęcia podstawowe

· Doświadczenie losowe  - realizacja rzeczywista lub myślowa pewnego zbioru warunków, któremu przypisujemy pewien zbiór wyników.
· Zdarzenie elementarne ( –najprostsze, niepodzielne wyniki doświadczenia losowego, z których dokładnie jeden realizuje się w momencie przeprowadzenia doświadczenia.  (Pojęcie pierwotne)
· Przestrzeń zdarzeń elementarnych Ω  - zbiór wszystkich możliwych zdarzeń elementarnych. Może być ona zbiorem skończonym, przeliczalnym lub nieprzeliczalnym.
· Zdarzenie losowe (krótko-zdarzenie) A  - podzbiór przestrzeni zdarzeń elementarnych Ω, tzn A( Ω ( zbiór wyników ), który należy do rodziny podzbiorów ( przestrzeni Ω spełniającej warunki:
1. Przestrzeń Ω ( ( , tzn. Ω jest zdarzeniem, które nazywamy zdarzeniem pewnym.
2. Jeżeli A( (, to A’ = Ω\ A ( (. Jest to zdarzenie przeciwne. Zdarzenie przeciwne do Ω, zbiór ( - zdarzenie niemożliwe.
3. Suma skończonej lub przeliczalnej ilości zbiorów należących do (, też należy do (, czyli jest zdarzeniem losowym.
· Działania na zdarzeniach losowych –sumę, różnicę i iloczyn zdarzeń definiujemy analogicznie jak dla innych zbiorów. Podlegają te działania tym samym prawom co działania na zbiorach.
1. Jeżeli A(B = (, to mówimy ze zdarzenia się wykluczają (są  rozłączne).
2. Jeżeli A ( B, to mówimy, że zdarzenie A pociąga zdarzenie B.

3. Jeżeli A ( B i  B ( A, to zdarzenia są równe.

Uwaga: W przypadku, gdy przestrzeń Ω jest zbiorem skończonym lub przeliczalnym, to każdy jej podzbiór jest zdarzeniem losowym.
Definicja prawdopodobieństwa i jego własności

Definicja 1. ( Aksjomatyczna definicja prawdopodobieństwa)
Niech Ω będzie przestrzenią zdarzeń elementarnych, a ( - rodziną  zdarzeń losowych. Prawdopodobieństwem nazywamy funkcję P, która każdemu zdarzeniu losowemu A przyporządkowuje liczbę rzeczywistą P(A) przy zachowaniu następujących warunków (aksjomatów):
P1.  P(A) ( 0 dla dowolnego zdarzenia A ( (
P2.  P(Ω)=1
P3.  
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 dla dowolnego ciągu zdarzeń parami rozłącznych ( tzn. 
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Trójkę zdefiniowanych pojęć  (Ω, (, P) nazywamy przestrzenią probabilistyczną i jest ona modelem matematycznym badanego doświadczenia losowego.
Twierdzenie 1.  (Elementarne własności prawdopodobieństwa)

Funkcja prawdopodobieństwa ma następujące własności:

1) Prawdopodobieństwo zdarzenia niemożliwego jest równe zero.
                                P(()=0.
2) Jeżeli zdarzenia A pociąga zdarzenie B, tzn. A ( B, to
                                P(A) ( P(B).
3) Jeżeli zdarzenia A pociąga zdarzenie B, tzn. A ( B, to
                                P(B \ A) ( P(B)- P(A).
4) Prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia A jest nie większe od jedności, czyli P(A) ( 1.
5) Dla dwóch dowolnych zdarzeń A i B, prawdopodobieństwo ich sumy , jest nie większe od sumy prawdopodobieństw, a dokładnie:
                 P(A ( B)=P(A)+P(B) - P(A ( B).
6) Suma prawdopodobieństw zdarzeń przeciwnych równa jest jedności, tzn.      P(A’)=1 – P(A)
Twierdzenie 2. ( Klasyczna definicja prawdopodobieństwa)

Niech Ω będzie przestrzenią zdarzeń elementarnych , taką że

1) Ilość wszystkich zdarzeń elementarnych jest skończona i wynosi n ( 
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2) Zdarzenia elementarne (i  są jednakowo prawdopodobne,

to prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia A składającego się z k zdarzeń elementarnych jest równe ilorazowych liczby zdarzeń sprzyjających zdarzeniu A do liczby wszystkich zdarzeń możliwych, czyli  
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 Prawdopodobieństwo warunkowe. Niezależność zdarzeń

Definicja 2. ( Prawdopodobieństwo warunkowe)
Jeżeli zdarzenie A zależy od dodatkowych warunków , to mówimy o prawdopodobieństwie warunkowym zdarzenia A. Prawdopodobieństwo zdarzenia A pod warunkiem, że zaszło zdarzenie B oznaczamy  
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, gdzie P(B)>0.

Prawdopodobieństwo to charakteryzuje powiązanie zdarzenia A ze zdarzeniem B.

Wniosek:  Z powyższej definicji wynika, że dla dowolnych dwóch zdarzeń , z wyjątkiem zdarzenia niemożliwego  mamy związek :

                 P(A ( B)= P(A) 
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Definicja 3. ( Niezależność zdarzeń)  Mówimy, że dwa zdarzenia A i B są niezależne, jeżeli 

                   P(A ( B)= P(A) P(B)

Wnioski:

1) Jeżeli P(A)=0 lub  P(B)=0, czyli jedno z tych zdarzeń jest niemożliwe, to równość jest oczywiście prawdziwa , czyli zdarzenia są niezależne.
2) Jeżeli P(A)>0 i  P(B)>0, to każda z równości
 P(A) =
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 jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to by zdarzenia A i B były niezależne.

3) Jeżeli P(A)>0 i  P(B)>0 i P(A ( B), to zdarzenia te nie są niezależne. Rozłączność zdarzeń wyklucza ich niezależność.
Definicja 4. ( Niezależność zespołowa n zdarzeń)  Mówimy, że zdarzenia  A1, A2 , …, A n są  zespołowo niezależne ( wzajemnie niezależne), jeżeli prawdopodobieństwo łącznego zajścia dowolnych k zdarzeń spośród nich (k≤ n) jest równe iloczynowi ich prawdopodobieństw, czyli
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, gdzie liczby j1, j2, …,jk tworzą dowolny k- wyrazowy rosnący ciąg liczb naturalnych nie większych niż n

Definicja 5. ( Niezależność parami n zdarzeń)  Mówimy, że zdarzenia  A1, A2 , …, A n są  parami niezależne, jeżeli każde dwa  spośród nich są niezależne, czyli
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Ćwiczenia;

1)  Ściany czworościanu pomalowane są w różnych kolorach :na biało, czerwono, zielono i pasy trójkolorowe. Rzucając czworościan na płaszczyznę upada on na jedną ze ścian: 

B- zdarzenie, że ściana zawiera kolor biały,

C- zdarzenie, że ściana zawiera kolor czerwony  

Z- zdarzenie, że ściana zawiera kolor zielony.

Sprawdzić, czy zdarzenia są parami niezależne, zespołowo niezależne

2) Niech 
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 Wszystkie zdarzenia elementarne są jednakowo prawdopodobne. Określamy zdarzenia:
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Sprawdzić, czy zdarzenia są parami niezależne, zespołowo niezależne

Prawdopodobieństwo całkowite. Wzór Bayesa.
Interesuje nas zagadnienie, gdy zdarzenie B (nazywane skutkiem)  może zajść tylko łącznie z jednym ze  zdarzeń A1, A2 , …, A n jedynie możliwych i wzajemnie  wykluczających się , nazywanych przyczynami. 
Twierdzenie 3. ( O prawdopodobieństwie całkowitym)

Niech (Ω, (, P) będzie przestrzenią probabilistyczną , B – dowolnym zdarzeniem należącym do (. Układ zdarzeń  tej przestrzeni A1, A2 , …, A n spełnia następujące warunki:

1) Zdarzenia te wykluczają się parami, tzn. 
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2) Mają dodatnie prawdopodobieństwa, tzn. P(Aj)>0,

3) Suma tych zdarzeń jest zdarzeniem pewnym, czyli
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Wtedy  zachodzi wzór nazywany wzorem na prawdopodobieństwo całkowite (zupełne) wyrażające prawdopodobieństwo zdarzenia B:
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Inny problem to: Jeżeli skutek B zaszedł w wyniku jednej z przyczyn 

A1, A2 , …, A n jedynie możliwych i wzajemnie  wykluczających się zdarzeń , ta jakie jest prawdopodobieństwo, że konkretne zdarzenie Ak 

było przyczyną zajścia zdarzenia B.

Twierdzenie 4. ( Wzór Bayesa)

Niech (Ω, (, P) będzie przestrzenią probabilistyczną , B – dowolnym zdarzeniem należącym do (, takim że  P(B) >0. Układ zdarzeń  tej przestrzeni A1, A2 , …, A n spełnia warunki twierdzenia o prawdopodobieństwie całkowitym, to 
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