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KOMBINATORYKA

Współczynniki dwumianowe

Wprowadźmy oznaczenia:

· 
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, gdzie k –liczba naturalna

· 
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, gdzie r – liczba rzeczywista

Definicja 1. Współczynnikiem dwumianowym, albo inaczej symbolem Newtona w przypadku, gdy k jest liczbą naturalną nazywamy wyrażenie:
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W szczególnym przypadku, gdy 
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 jest liczbą całkowitą  taką, że 
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 wzór otrzymuje postać:
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Warto zauważyć, że z definicji wynikają następujące wartości:
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, gdzie r jest dowolną liczbą rzeczywistą,

Ale gdy r=n – liczba całkowita to
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Przykład:

a) 
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b) 
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W przypadku, gdy n jest liczbą całkowitą współczynniki dwumianowe tworzą tzw. trójkąt Pascala.

Twierdzenie 1.  Współczynniki dwumianowe spełniają następujące własności:

	symetria
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	Całkowite 
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Całkowite 
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	pochłanianie
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	Całkowite 
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	dodawanie
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	Całkowite 
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	Górna negacja
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	Całkowite 
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	mnożenie
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	Całkowite 
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Całkowite 
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	Tożsamość Cauchy’ego
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	Całkowite 
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	Sumowanie równoległe
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	Całkowite 
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	Górne sumowanie
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	Całkowite 
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Całkowite 
[image: image31.wmf]0

n

³



	Wzór dwumianowy
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	Całkowite 
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Podstawowe techniki zliczania

 Niech 
[image: image34.wmf]A

 oznacza moc zbioru A, co w przypadku zbiorów skończonych jest liczbą elementów tego zbioru

Twierdzenie 2. (Prawo sumy) Niech A i B będą zbiorami skończonymi.
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W szczególności, gdy A i B są rozłączne, tzn. 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image38.wmf]
Ćwiczenie: Dany jest zbiór liczb naturalnych S=
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}

1,2,....2000

.

Niech D(k)= oznacza zbiór liczb ze zbioru S podzielnych przez k.

Zauważmy, że 
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. Ile liczb naturalnych dzieli się

a) Przez 3 lub 5

b) Przez 17 lub 23

Twierdzenie 3. (Prawo iloczynu) Niech A1,A2,...Ak będą zbiorami skończonymi.
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Ćwiczenie: Niech 
[image: image42.wmf]å

oznacza pewien zbiór znaków, 
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- słownik utworzony na bazie 
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 -zbiór słów ze słownika o długości k.

a) 
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. Jaka jest liczba słów należących do 
[image: image47.wmf]5

å

 zbudowanych z dowolnych znaków, a ile jest słów zbudowanych z różnych liter?

b) Zilustrować budowanie słów w 
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 za pomocą grafu.

Te dwa prawa pozwalają na rozwiązanie różnych problemów związanych ze zliczaniem.

Definicja 2. (Permutacje bez powtórzeń) 

· Niech A będzie zbiorem składającym się z n różnych elementów.

· Każdy ciąg utworzony ze wszystkich elementów tego zbioru nazywamy permutacją n-elementową zbioru A.

Liczbę różnych permutacji zbioru A oznaczamy przez P(n), gdzie 

P(n)=n!

Definicja 3. (Permutacje z powtórzeniami) 

· Niech 
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. Każdy zbiór A k  składa się z nk jednakowych elementów elementów. Zbiory te są wzajemnie rozłączne, tzn. w zbiorze A jest k różnych elementów i  n=
[image: image51.wmf]A

=n1+n2+...+nk.
· Każdy ciąg utworzony ze wszystkich elementów tego zbioru A nazywamy permutacją n-elementową z powtórzeniami zbioru A. 

Liczbę różnych permutacji zbioru A oznaczamy przez P(n1,n2,...,nk), gdzie 

P(n1,n2,...,nk)=
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Definicja 4. (Wariacje bez powtórzeń) 

· Niech A będzie zbiorem składającym się z n różnych elementów.

· Każdy ciąg utworzony z k różnych elementów tego zbioru, gdzie k(n nazywamy wariacją  k-elementową zbioru A.

Liczbę różnych k elementowych wariacji zbioru A oznaczamy przez V(n,k), gdzie 



[image: image53.wmf]V(n,k)=
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Definicja 5. (Wariacje z powtórzeniami) 

· Niech A będzie zbiorem składającym się z n różnych elementów.

· Każdy ciąg utworzony z k elementów tego zbioru z możliwością powtórzeń wyrazów ciągu nazywamy wariacją  k-elementową z powtórzeniami zbioru A.

Liczbę różnych k elementowych wariacji zbioru A oznaczamy przez W(n,k), gdzie 
  


W(n,k)=
[image: image55.wmf]k
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Definicja 6. (Kombinacje bez powtórzeń) 

· Niech A będzie zbiorem składającym się z n różnych elementów.

· Każdy zbiór utworzony z k różnych elementów tego zbioru, gdzie k(n nazywamy kombinacją  k-elementową zbioru A.

Liczbę różnych k elementowych kombinacji zbioru A oznaczamy przez C(n,k), gdzie 
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Definicja 7. (Kombinacje z powtórzeniami) 

· Niech A będzie zbiorem składającym się z n różnych elementów.

· Każdy zbiór utworzony z k elementów tego zbioru z możliwością powtórzeń elementów zbioru nazywamy kombinacją k-elementową z powtórzeniami zbioru A.

Liczbę różnych k elementowych kombinacji z powtórzeniami zbioru A oznaczamy przez 
[image: image58.wmf]C

(n,k), gdzie 
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 Przykład :

 Rozważmy graf bez pętli, który jest pełny w tym sensie, że każda para wierzchołków jest połączona dokładnie jedną krawę​dzią. Jeśli graf ten ma n wierzchołków, to ile ma krawędzi? 

Za​łóżmy, że n > 2. Każda krawędź wyznacza pewien dwuelementowy podzbiór zbioru V wszystkich wierzchołków i odwrotnie, każdy dwuelementowy podzbiór V wyznacza pewną krawędź. In​nymi słowy, istnieje odpowiedniość wzajemnie jednoznaczna mię​dzy krawędziami grafu i dwuelementowymi podzbiorami zbioru V. Zatem liczba krawędzi naszego grafu wynosi
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ĆWICZENIA

1) Niech A = {1,2,3,4,5,6, 7,8,9,10} i B = {2,3,5,7,11,13,17,19}.
(a)   Określ liczbę elementów zbiorów A(B, A(B
(b)   Ile jest podzbiorów zbioru A?
(c)   Ile jest czteroelementowych podzbiorów zbioru A?
(d)   Ile czteroelementowych podzbiorów zbioru A składa się z 3 liczb parzystych i 1 nieparzystej?
2) W pewnej grupie składającej się ze 150 osób 45 regularnie pływa, 40 jeździ na rowerze, a 50 uprawia jogging. Wiemy ponadto, że są 32 osoby, które uprawiają jogging, ale nie jeżdżą na rowerze, 27 takich, które uprawiają jogging i pływają i 10 uprawiających wszystkie trzy rodzaje aktywności.
(a)  Ile osób uprawia jogging, ale nie pływa i nie jeździ na rowerze?
(b)  Jeśli wiemy dodatkowo, że 21 osób jeździ na rowerze i pływa, to ile nie uprawia żadnej z powyższych aktywności?
3) Pewna grupa studencka składa się z 12 mężczyzn i 16 kobiet. Ile da się z nich utworzyć komisji, składających się z
(a) siedmiu osób?
(b) trzech mężczyzn i czterech kobiet?
(c) siedmiu kobiet lub siedmiu mężczyzn?
4 ) Niech P = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} i Q = {A, B, C, D, E}.
(a) Ile jest czteroelementowych podzbiorów zbioru P?
(b) Ile jest permutacji zbioru Q?
(c) Ile jest numerów rejestracyjnych składających się z trzech liter ze zbioru Q i następujących po nich dwóch cyfr ze zbioru P ? Powtórzenia są dozwolone; np. DAD88 jest dopuszczalnym numerem.
5. Z talii złożonej z 52 kart losujemy karty ze zwracaniem.
(a) Na ile sposobów można wylosować kolejno dziesięć kart tak, by dziesiąta z nich nie wystąpiła wcześniej?
(b) Na ile sposobów można wylosować kolejno dziesięć kart tak, by dziesiąta z nich wystąpiła wcześniej?
6.Niech 
[image: image63.wmf]å

 będzie alfabetem {a, b, c, d, e} Ile elementów mają następujące zbiory?
(a) 
[image: image64.wmf]k
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, dla każdego k,
(b) {w ( 
[image: image65.wmf]3
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:   żadna litera nie występuje w w  więcej niż raz},
(c) {w ( 
[image: image66.wmf]4
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:   litera c występuje w w   dokładnie raz},
(d) {w ( 
[image: image67.wmf]k
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:   litera c występuje w u;   co najmniej raz}.
7.(a) Na ile sposobów można ustawić litery a,b,c,d,e, f w takiej kolejności, by litery a i b sąsiadowały ze sobą?
(b) Na ile sposobów można ustawić litery a, b, c, d,e, f w takiej kolejności, by litery a i b nie sąsiadowały ze sobą?
(c) Na ile sposobów można ustawić litery a, b, c, d,e, f w takiej kolejności, by litery a i b sąsiadowały ze sobą, ale litery a i c nie?

8.(a) Znajdź macierz pełnego grafu o n wierzchołkach;.
(b) Używając macierzy z części (a) znajdź liczbę krawędzi w tym grafie. Wskazówka: na ilu miejscach w naszej macierzy stoi 1?

9.(a) Weźmy pełny graf G on wierzchołkach, gdzie n > 3. Znajdź liczbę cykli w G długości n. (b) Ile jest cykli w grafie pełnym o 5 wierzchołkach?

10.Weźmy pełny graf o n wierzchołkach, gdzie n > 4.
(a) Znajdź liczbę dróg długości 3.
(b) Znajdź liczbę dróg długości 3, w których wierzchołki nie powtarzają się.
(c) Znajdź liczbę dróg prostych długości 3, tzn. dróg złożonych z różnych krawędzi.
Zasada włączeń i wyłączeń

     Zasada włączeń i wyłączeń jest uogólnieniem prawa sumy, dającym możliwość znajdowania liczby elementów należących do sum więcej niż dwóch zbiorów.   Zasada włączeń i wyłączeń pozwoli nam wyrazić liczbę elementów sumy poprzez liczby elementów rozmaitych przecięć.

Twierdzenie 4.  

Aby znaleźć liczbę elementów zbioru  A1(A2(.. .(An, znajdź liczby elementów wszystkich możliwych przecięć zbiorów spo​śród {A1, A2,.., An}, dodaj do siebie wyniki uzyskane dla przecięć nieparzystej liczby zbiorów, a następnie odejmij wy​niki uzyskane dla przecięć parzystej liczby zbiorów.
Używając słów wziętych z nazwy zasady włączeń i wyłączeń powiemy, że należy „włączyć", czyli dodać do siebie liczności po​szczególnych zbiorów, następnie „wyłączyć", czyli odjąć liczności wszystkich przecięć po dwa zbiory, potem „włączyć", czyli dodać liczności wszystkich przecięć po trzy zbiory itd.

Dowód tego twierdzenia opiera się na prawie sumy i indukcji matematycznej
Ćwiczenie: Dany jest zbiór liczb naturalnych S=
[image: image68.wmf]{
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Obliczyć ile jest liczb podzielnych przez 9,11,13 lub 15.

Zasada szufladkowa Dirichleta

Zwykła zasada szufladkowa Dirichleta mówi, ze jeżeli umieścimy m przedmiotów w n szufladach i m > n, to do jakieś szuflady trafi więcej niż jeden przedmiot.
 Możemy ten fakt sformułować  bardziej precyzyjnie:

Twierdzenie 5. 

Jeśli skończony zbiór S jest podzielony na k zbiorów, to co najmniej jeden z tych zbiorów ma 
[image: image69.wmf]k
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 lub więcej elementów.

Dowód. Niech A1,..., Ak będą blokami danego podziału. Wtedy średnia wartość 
[image: image70.wmf]i
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wynosi 
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, a więc najliczniejszy ze zbiorów Ai ma co najmniej tyle elementów.
Często stosuje się  tę zasadę do sytuacji, gdy podział jest określony przez funkcję. W tym przypadku zasadę można sformułować w sposób następujący 
Twierdzenie 6
Niech dana będzie funkcja f: S —> T, gdzie S i T są skończonymi zbiorami spełniającymi nierówność 
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Wówczas co najmniej jeden ze zbiorów 
[image: image73.wmf](
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 ma więcej niż r elementów.
Zasadę szufladkową Dirichleta można uogólnić dopuszczając przypadek, gdy zbiory Ai nie są parami rozłączne
Twierdzenie 7
Niech A1,..., Ak będą podzbiorami skończonego zbioru S takimi, że każdy element zbioru S należy do co najmniej t spośród zbiorów Ai. Wówczas średnia arytmetyczna liczb elementów zbiorów Ai wynosi co najmniej 
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