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WNIOSKOWANIE STATYSTYCZNE

Pojęcia podstawowe 

Statystyka (nauka)

Statystyka to nauka, której przedmiotem zainteresowania są metody pozyskiwania i prezentacji, a przede wszystkim analizy danych opisujących zjawiska masowe. Duża część dziedzin wiedzy zajmuje się obserwacją otaczającego nas świata lub też posługuje się eksperymentem dla potwierdzenia swoich teorii. Takie badanie przebiega zazwyczaj według schematu: zebranie dużej ilości danych, ich analiza i interpretacja. 

Metody statystyczne

Celem analizy statystycznej jest pozyskanie jak największej wiedzy z tego, co jesteśmy w stanie zaobserwować. Dlatego powinniśmy:

1. Zaplanować badanie 

2. Podsumować zbiór danych z obserwacji, podkreślając tendencje, ale rezygnując ze szczegółów 

3. Uzgodnić, jaką wiedzę o badanym zjawisku dostarczają nam dane .

Poszczególne punkty odpowiadają działom statystyki:

1. Metoda reprezentacyjna 

2. Statystyka opisowa 

3. Wnioskowanie statystyczne
Statystyka stosowana

Statystyka jest stosowana w wielu dziedzinach wiedzy, w niektórych z nich tak intensywnie, że doczekała się własnej terminologii i metod. Z czasem wytworzyły się dziedziny z pogranicza statystyki i innych nauk. Należą do nich:

Biometria 

Demografia 

Ekonometria 

Fizyka statystyczna 

Termodynamika statystyczna 

Psychologia statystyczna 

Socjologia statystyczna 

Statystyka gospodarcza

Statystyka matematyczna

Statystyka matematyczna to dział statystyki, używający teorii prawdopodobieństwa i innych działów matematyki do rozwijania statystyki z czysto matematycznego punktu widzenia.

Na przykład próba losowa jest rozpatrywana jako ciąg zmiennych losowych,
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każda z określonym rozkładem prawdopodobieństwa (zazwyczaj przyjmuje się, że są to zmienne losowe niezależne i o identycznym rozkładzie). Średnia z próby jest wyrażana jako funkcja tych zmiennych:
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Statystyka matematyczna zapewnia teoretyczne podstawy dla metod używanych w statystyce stosowanej.

Wnioskowanie statystyczne

Wnioskowanie statystyczne to dział statystyki zajmujący się problemami uogólniania wyników badania próby losowej na całą populację oraz szacowania błędów wynikających z takiego uogólnienia. 

Wyróżnia się dwie grupy metod uogólniania wyników, definiujące jednocześnie dwa działy wnioskowania statystycznego:

· Estymacja - szacowanie wartości nieznanych parametrów rozkładu 

· Weryfikacja hipotez statystycznych - sprawdzanie poprawności przypuszczeń na temat rozkładu 

ESTYMACJA

Estymacja to dział wnioskowania statystycznego będący zbiorem metod pozwalających na uogólnianie wyników badania próby losowej na:

1. nieznaną postać i parametry rozkładu zmiennej losowej całej populacji, 

2. szacowanie błędów wynikających z tego uogólnienia. 

Uwaga : 

Wyrażenie nieznana postać jest zasadnicze w odróżnieniu estymacji od drugiego działu wnioskowania statystycznego, jakim jest weryfikacja hipotez statystycznych, w którym najpierw stawiamy przypuszczenia na temat rozkładu, a następnie sprawdzamy ich poprawność.

W zależności od szukanej cechy rozkładu można podzielić metody estymacji na dwie grupy:

· Estymacja parametryczna - metody znajdowania nieznanych wartości parametrów rozkładu 

· Estymacja nieparametryczna - metody znajdowania postaci rozkładu populacji 

W praktyce estymacja nieparametryczna jest zastępowana prostszymi metodami bazującymi na weryfikacji hipotez statystycznych.

Metody estymacji parametrycznej można w zależności od sposobu szacowania szukanego parametru podzielić na dwie grupy:

· Estymacja punktowa 

· Estymacja przedziałowa 

W estymacji punktowej oceną wartości szukanego parametru jest konkretna wartość uzyskana z próby (estymator)

 W estymacji przedziałowej operuje się pojęciem przedziału ufności, czyli przedziału, do którego z pewnym prawdopodobieństwem należy szukana wartość.

ESTYMACJA PUNKTOWA

Estymacja punktowa to grupa metod statystycznych, służąca do punktowego oszacowania wartości szukanego parametru rozkładu. Punktowe oszacowanie oznacza tutaj, że uzyskujemy konkretną wartość liczbową, nie zaś przedział liczbowy, jak dzieje się to w przypadku estymacji przedziałowej.

Metody estymacji punktowej sprowadzają się do wyznaczenia odpowiednią metodą estymatora szacowanego parametru.

Estymator jest podstawowym narzędziem estymacji punktowej.

Celem zastosowania estymatora jest znalezienie parametru rozkładu cechy w populacji.

Przykład: 

Badamy rozkład wzrostu ludności w Polsce. Zakładamy, że:

· rozkład tej cechy X w populacji jest rozkładem normalnym,

· szukaną wielkością jest wartość oczekiwana m.

Wartość m jest zatem szukanym parametrem rozkładu cechy X.
 W celu oszacowania tych wielkości zbieramy dane z próby losowej o liczebności n.

 Następnym krokiem będzie znalezienie statystyki (funkcji) Tn z próby, która posłuży do oszacowania parametru m. Rolę takiej statystyki może spełniać wartość średnia z próby. 

Mówimy zatem, że wartość średnia z próby jest estymatorem wartości oczekiwanej rozkładu normalnego. Obliczoną przez nas na podstawie konkretnej próby wartość średnią nazywamy oceną parametru.

Definicje podstawowe

Zakładamy, że (podobnie jak w poprzednim przykładzie) badamy rozkład cechy X w populacji, rozkład ten jest zależny od parametru θ. Wartość parametru zostanie oszacowana na podstawie n- elementowej próby losowej.

Estymator Zn parametru θ to dowolna statystyka (funkcja zmiennych losowych) z próby
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, pozwalająca wyznaczyć wartości parametru θ.

Ponieważ każda ze zmiennych losowych Xi ma rozkład identyczny z rozkładem cechy X w populacji generalnej, a rozkład ten zależy od parametru θ, zatem Zn jest zmienną losową, mającą rozkład również zależny od parametru θ.

Oceną parametru nazwiemy każdą realizację zn zmiennej losowej Zn.

Oczywiście ocena parametru będzie prawie zawsze różnić się od oryginalnej wartości parametru θ. Wprowadza się zatem miarę błędu estymacji:

Błąd szacunku d = Zn - θ

Własności estymatorów

Definicja estymatora pozostawia dużą dowolność w wybraniu danej statystyki do szacowania parametru, nie pozwalając jednocześnie na ocenę która ze statystyk jest "dobrym" estymatorem. Aby sprawdzić, czy dana statystyka jest dobrym kandydatem na estymator parametru, powinniśmy sprawdzić, czy spełnia ona zestaw własności charakteryzujących estymator.

1) Nieobciążoność
Estymator jest nieobciążony, jeśli wartość oczekiwana rozkładu estymatora jest równa wartości szacowanego parametru:
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Jeśli różnica pomiędzy wartością oczekiwaną rozkładu estymatora a wartością szacowanego parametru jest zmienna i zależna funkcyjnie od estymatora:
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to estymator nazywamy obciążonym, zaś samą różnicę nazywamy obciążeniem estymatora.

2) Asymptotyczna nieobciążoność
Estymator nazywamy asymptotycznie nieobciążonym, jeśli obciążenie estymatora dąży do zera przy rosnącej liczebności próby:
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Każdy estymator nieobciążony jest oczywiście estymatorem asymptotycznie nieobciążonym.

3) Zgodność
Estymator nazywamy zgodnym, jeśli jest „stochastycznie” zbieżny do szacowanego parametru:
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Oznacza to, że jeśli rośnie liczebność próby, rośnie też prawdopodobieństwo, że estymator będzie przyjmować wartości coraz bliższe wartości szacowanego parametru. Inaczej: zwiększając liczebność próby, zmniejszamy ryzyko popełnienia błędu.

4) Efektywność
Spośród zbioru wszystkich nieobciążonych estymatorów [image: image8.png]


najefektywniejszym nazywamy estymator o najmniejszej wariancji.

Uwaga : Definicja ta jest bardzo niewygodna, ponieważ do wyznaczenia najefektywniejszego estymatora potrzebna jest znajomość wariancji wszystkich estymatorów nieobciążonych danego parametru rozkładu. 

5) Asymptotyczna efektywność
Estymator[image: image9.png]


 jest asymptotycznie najefektywniejszy, jeśli przy wzrastającej liczebności próby wariancja estymatora[image: image10.png]


 dąży do wariancji estymatora najefektywniejszego [image: image11.png]
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gdzie D2(Zn) oznacza wariancję estymatora.

Metody wyznaczania estymatorów

Jeśli nie jest oczywiste jaką statystykę należy wybrać jako kandydata na estymator, z pomocą przychodzą różnorodne metody ich wyznaczania.

Metoda momentów

Etap 1. Przedstawiamy momenty (zwykłe lub centralne) jako funkcje parametrów rozkładu:

η1 = f1(θ1,θ2,...,θr),
η2 = f2(θ1,θ2,...,θr)
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ηr = fr(θ1,θ2,...,θr)
Momenty wybieramy w taki sposób, aby powstały w ten sposób układ równań miał jednoznaczne rozwiązanie.

Etap 2.Rozwiązujemy układ równań względem parametrów θi i w miejsce momentów z populacji ηi wstawiamy momenty z próby Mi
Metoda największej wiarygodności

Etap 1. Wyznaczamy funkcję wiarygodności próby zgodnie ze wzorami:
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dla rozkładów ciągłych
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dla rozkładów skokowych

gdzie f oznacza funkcję gęstości rozkładu, zaś p funkcję prawdopodobieństwa.

Etap 2. Wyznaczamy lnL
Etap 3.Wyznaczamy pochodne cząstkowe [image: image16.png]dlnL
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dla i = 1,...,r
Etap 4.Rozwiązujemy układ równań [image: image17.png]OhnlL
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względem θi
Rozwiązanie układu stanowią estymatory szukanych parametrów.

Elementy odstające

Estymatory z zasady wyznaczają jeden z parametrów rozkładu, a zatem zakładają pewną określony rozkład lub klasę rozkładów, do których ma należeć rozkład danej zmiennej losowej. Na ogół jest to rozkład normalny.

W praktyce jednak dane na ogół zawierają tzw. elementy odstające czyli wartości, które dostały się do zbioru przypadkowo i nie odzwierciedlają rzeczywistości. Mogą to być efekty błędnego zrozumienia pytania przez osobę ankietowaną, zaburzeń w procesie pomiaru, itp.. Statystycy milcząco zakładają, że dobrze przeprowadzony eksperyment nigdy nie wyprodukuje elementów odstających, jednak w praktyce zbiory bez elementów odstających zdarzają się bardzo rzadko.

Elementy odstające zaburzają w sposób nieprzewidywalny rozkład z próby danej zmiennej losowej. Nawet jeden element odstający może sprawić, że niektóre estymatory i inne statystyki mogą dać całkowicie błędne wartości.

ESTYMACJA PRZEDZIAŁOWA
Estymacja przedziałowa to grupa metod statystycznych służących do oszacowania parametrów rozkładu zmiennej losowej w populacji generalnej. Wynikiem oszacowania nie jest tutaj ocena punktowa, tak jak w przypadku metod estymacji punktowej. Można zauważyć, że w przypadku rozkładu ciągłego prawdopodobieństwo, że ocena punktowa parametru przyjmie wartość równą wartości szacowanego parametru wynosi zero. W metodach estymacji przedziałowej oceną parametru nie jest konkretna wartość, ale pewien przedział, do którego z określonym prawdopodobieństwem należy szacowana wartość parametru.

Podstawowym pojęciem estymacji przedziałowej jest przedział ufności.

Przedział ufności jest podstawowym narzędziem estymacji przedziałowej. Pojęcie to zostało wprowadzone do statystyki przez amerykańskiego matematyka polskiego pochodzenia Jerzego Spławę-Neymana.

Definicja

Niech cecha X ma rozkład w populacji z nieznanym parametrem θ. Z populacji wybieramy próbę losową (X1, X2, ..., Xn). Przedziałem ufności

 (θ1, θ2) o współczynniku ufności 1 - α nazywamy taki przedział (θ1, θ2), który spełnia warunek:

P(θ1 < θ < θ2) = 1 − α 

gdzie θ1 i θ2 są funkcjami wyznaczonymi na podstawie próby losowej.

Podobnie jak w przypadku estymatorów definicja pozwala na dowolność wyboru funkcji z próby, jednak tutaj kryterium wyboru najlepszych funkcji narzuca się automatycznie - zazwyczaj będziemy poszukiwać przedziałów najkrótszych.

Współczynnik ufności 1 - α jest wielkością, którą można interpretować w następujący sposób: jest to prawdopodobieństwo, że rzeczywista wartość parametru θ w populacji znajduje się w wyznaczonym przez nas przedziale ufności. Im większa wartość tego współczynnika, tym szerszy przedział ufności, a więc mniejsza dokładność estymacji parametru. Im mniejsza wartość 1 - α, tym większa dokładność estymacji, ale jednocześnie tym większe prawdopodobieństwo popełnienia błędu. Wybór odpowiedniego współczynnika jest więc kompromisem pomiędzy dokładnością estymacji a ryzykiem błędu. W praktyce przyjmuje się zazwyczaj wartości: 0,99; 0,95 lub 0,90, zależnie od parametru.

Przykłady przedziałów ufności

Ponieważ szukamy jak najkrótszych przedziałów ufności, dlatego przy wyznaczaniu przedziału staramy się wykorzystać jak najwięcej dostępnych informacji o rozkładzie cechy w populacji. Jeśli np. cecha ma rozkład normalny z odchyleniem standardowym σ, to zastosowanie wzoru na przedział ufności dla nieznanego σ również da poprawny wynik, jednak przedział otrzymany tą metodą będzie szerszy, czyli mniej dokładny. Z kolei wzory ogólniejsze, np. dla nieznanego rozkładu, często korzystają z rozkładów granicznych estymatorów i dlatego wymagają dużej liczebności próby.

Przedział ufności dla średniej

Rozkład normalny

Znane odchylenie standardowe

Cecha ma w populacji rozkład normalny N(m, σ), przy czym odchylenie standardowe σ jest znane. Przedział ufności dla parametru m tego rozkładu ma postać:
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gdzie:

·  :[image: image19.png]


 

gdzie:

· n to liczebność próby losowej 

· [image: image20.png]


oznacza średnią z próby losowej 

· s to odchylenie standardowe z próby 

· uα jest statystyką, spełniającą warunek: 

P( − uα < U < uα) = 1 − α gdzie U jest zmienną losową o rozkładzie normalnym N(0, 1). 

Przedział ufności dla wariancji

Poniższy wzór pozwala wyznaczyć przedział ufności dla wariancji w populacji o rozkładzie normalnym N(``````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````````, σ)
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gdzie:

· n to liczebność próby losowej 

· s to odchylenie standardowe z próby 
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to statystyki spełniające odpowiednio równości: 
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gdzie χ2 ma rozkład chi-kwadrat z n - 1 stopniami swobody
Minimalna liczebność próby

Jeśli chcemy oszacować parametr z określoną dokładnością d, możemy, po odpowiednich przekształceniach wzorów na przedziały ufności, wyznaczyć liczebność próby losowej potrzebną do osiągnięcia zakładanej dokładności.

Przykład: Wiemy, że wzrost Wikipedystów ma rozkład normalny z odchyleniem standardowym 25,28 cm (dane chyba nieprawdziwe). Obliczmy ilu Wikipedystów wystarczy zmierzyć, aby z prawdopodobieństwem 95% wyznaczyć średni wzrost Wikipedysty z dokładnością do 5 cm.

Jeśli chcemy uzyskać dokładność 5 cm, należy zadbać o to, aby połowa długości przedziału ufności była mniejsza lub równa niż 5 cm. Ze wzoru na przedział ufności dla rozkładu normalnego o znanym odchyleniu standardowym wynika, że dokładność estymacji powinna spełniać zależność:

[image: image26.png]



Przekształcamy podaną nierówność uzyskując pożądany wzór na liczebność próby:
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Podstawiając do wzoru wartości σ = 25,28; d = 5 cm; uα = 1,96 (wartość obliczona na podstawie tablic rozkładu normalnego), uzyskujemy minimalną wielkość próby na poziomie 99 Wikipedystów.

Hipoteza statystyczna

Hipoteza statystyczna to dowolne przypuszczenie dotyczące rozkładu populacji - postaci funkcyjnej lub wartości parametru rozkładu. Proces sprawdzenia prawdziwości tego przypuszczenia na podstawie wyników próby losowej to weryfikacja hipotez statystycznych.

Formułowanie hipotezy statystycznej rozpoczyna się zebraniem informacji na temat populacji i jej możliwego rozkładu. Dzięki temu możliwe jest zbudowanie zbioru hipotez dopuszczalnych Ω, czyli zbioru rozkładów, które mogą charakteryzować badaną populację. Hipoteza statystyczna to każdy podzbiór zbioru hipotez dopuszczalnych.

Podział hipotez statystycznych:
Hipotezy statystyczne można podzielić na:

· parametryczne - hipoteza dotyczy wartości parametru rozkładu 

· nieparametryczne - hipoteza dotyczy postaci funkcyjnej rozkładu 

Według innego kryterium podział przebiega następująco:

· proste - hipoteza jednoznacznie określa rozkład danej populacji, czyli odpowiadający jej podzbiór zbioru Ω zawiera jeden element (rozkład) 

· złożone - hipoteza określa całą grupę rozkładów, zaś odpowiadający jej podzbiór zbioru Ω zawiera więcej niż jeden element 

Przykłady: Wiemy, że wzrost człowieka jest zmienną losową ciągłą. Stwierdzenie wzrost badanej populacji jest określony rozkładem normalnym o parametrach m=1,75m i σ=10 jest hipotezą parametryczną, ponieważ określa wartość parametrów rozkładu oraz prostą, bo jednoznacznie definuje rozkład. Stwierdzenie "wzrost badanej populacji jest określony rozkładem normalnym" jest hipotezą nieparametryczną - nie dotyczy wartości parametrów rozkładu i złożoną - określa więcej niż jeden możliwy rozkład.


Weryfikacja hipotez statystycznych

Weryfikacją hipotez nazywamy sprawdzanie sądów o populacji, sformułowanych bez zbadania jej całości. Przebieg procedury weryfikacyjnej wygląda następująco:

1. Sformułowanie hipotezy zerowej i alternatywnej

Hipoteza zerowa (H0) - Jest to hipoteza poddana procedurze weryfikacyjnej, w której zakładamy, że różnica między analizowanymi parametrami lub rozkładami wynosi zero. Przykładowo wnioskując o parametrach hipotezę zerową zapiszemy jako: H0: θ1 = θ2 . 

Hipoteza alternatywna (H1) - hipoteza przeciwstawna do weryfikowanej. Możemy ją zapisać na trzy sposoby w zależności od sformułowania badanego problemu: 

· H1: θ1 ≠ θ2 

· H1: θ1 > θ2 

· H1: θ1 < θ2 

2. Wybór statystyki testowej

Budujemy pewną statystykę W, która jest funkcją wyników z próby losowej W = f(x1, x2, ..., xn) i wyznaczamy jej rozkład przy założeniu, że hipoteza zerowa jest prawdziwa. Funkcję W nazywa się statystyką testową lub funkcją testową. 

3. Określenie poziomu istotności α

Na tym etapie procedury weryfikacyjnej przyjmujemy prawdopodobieństwo popełnienia błędu I rodzaju, który polega na odrzuceniu hipotezy zerowej wtedy, gdy jest ona prawdziwa. Prawdopodobieństwo to jest oznaczane symbolem α i nazywane poziomem istotności. Na ogół przyjmujemy prawdopodobieństwo bliskie zeru, ponieważ chcemy aby ryzyko popełnienia błędu było jak najmniejsze. Najczęściej zakładamy, że poziom istotności α≤ 0.1 (np. α=0.01 ; α=0.05 ; α=0.1) 

4. Wyznaczenie obszaru krytycznego testu

Obszar krytyczny - obszar znajdujący się zawsze na krańcach rozkładu. Jeżeli obliczona przez nas wartość statystyki testowej znajdzie się w tym obszarze to weryfikowaną przez nas hipotezę H0 odrzucamy. Wielkość obszaru krytycznego wyznacza dowolnie mały poziom istotności α, natomiast jego położenie określane jest przez hipotezę alternatywną. 

Obszar krytyczny od pozostałej części rozkładu statystyki odzielony jest przez tzw. wartości krytyczne testu (wα), czyli wartości odczytane z rozkładu statystyki przy danym α, tak aby spełniona była relacja zależna od sposobu sformułowania H1: 

· P{|w|≥wα} = α    gdy H1: θ1 ≠ θ2     (obszar dwustronny) 

· P{w ≥wα} = α    gdy H1: θ1 > θ2     (obszar prawostronny) 

· P{w ≤wα} = α    gdy H1: θ1 < θ2     (obszar lewostronny) 

5. Obliczenie statystyki na podstawie próby

Wyniki próby opracowujemy w odpowiedni sposób, zgodnie z procedurą wybranego testu i są one podstawą do obliczenia statystyki testowej. Większość statystyk testowych, mających dokładny rozkład normalny lub
t-Studenta, bądź też graniczny rozkład normalny obliczamy w następujący sposób: 

[image: image28.png]



gdzie: 

· W - Statystyka testowa 

· a - Statystyka obliczona z próby 

· b - Hipotetyczna wartość parametru(ów) 

· c - Odchylenie standardowe rozkładu statystyki 

6. Podjęcie decyzji

Wyznaczona na podstawie próby wartość statystyki porównujemy z wartością krytyczną testu. 

· Jeżeli wartość ta znajdzie się w obszarze krytycznym to hipotezę zerową należy odrzucić jako nieprawdziwą. Stąd wniosek, że prawdziwa jest hipoteza alternatywna. 

· Jeżeli natomiast wartość ta znajdzie się poza obszarem krytycznym oznacza to, że brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Stąd wniosek, że hipoteza zerowa może ale nie musi być prawdziwa. 

Poziom istotności

Poziom istotności - jest to prawdopodobieństwo popełnienia błędu I rodzaju (zazwyczaj oznaczane symbolem α). Określa również maksymalne ryzyko błędu, jakie badacz jest skłonny zaakceptować. Wybór wartości α zależy od badacza, natury problemu i od tego jak dokładnie chce on weryfikować swoje hipotezy, najczęściej przyjmuje się α = 0,05, 0,03 lub 0,01.

podstawowej klasyfikacji testów statystycznych wyróżnia się:

· Testy parametryczne 

Służą one do weryfikacji hipotez parametrycznych, odnoszących się do parametrów rozkładu badanej cechy w populacji generalnej. Najczęściej weryfikują sądy o takich parametrach populacji jak średnia arytmetyczna, wskaźnik struktury i wariancja. Testy te konstruowane są przy założeniu znajomości postaci dystrybuanty w populacji generalnej. 

Biorąc pod uwagę zakres ich zastosowań, testy te można podzielić na dwie grupy: 

· Testy parametryczne służące do weryfikacji własności populacji jednowymiarowych, a wśród nich wyróżniamy: 

· testy dla średniej 

· test dla proporcji (wskaźnika struktury) 

· test dla wariancji 

W testach tych oceny parametrów uzyskane z próby losowej są porównywane z hipotetycznymi wielkościami parametrów, traktowanymi jako pewien wzorzec. 

· Testy parametryczne służące do porównania własności dwóch populacji, do których należą: 

· test dla dwóch średnich 

· test dla dwóch proporcji 

· test dla dwóch wariancji 

Testy te porównują oceny parametrów, uzyskane z dwóch prób losowych. 

· Testy nieparametryczne 

Służą do weryfikacji różnorodnych hipotez, dotyczących m.in. zgodności rozkładu cechy w populacji z określonym rozkładem teoretycznym, zgodności rozkładów w dwóch populacjach, a także losowości doboru próby. 

Biorąc pod uwagę zakres ich zastosowań, testy te można podzielić na dwie grupy: 

· Testy nieparametryczne służące do weryfikacji własności populacji jednowymiarowych, a wśród nich wyróżniamy: 

· test zgodności chi-kwadrat 

· test zgodności λ Kołmogorowa 

· test serii 

Dwa pierwsze testy zgodności oceniają zgodność rozkładu empirycznego z teoretycznym, natomiast test serii (losowości) weryfikuje hipotezę o losowym pochodzeniu obserwacji badanej cechy w próbie. 

· Testy nieparametryczne służące do porównania własności dwóch populacji, do których należą: 

· test Kołmogorowa-Smirnowa 

· test jednorodności chi-kwadrat 

· test mediany 

· test serii 

· test znaków 

Budowa tych testów sprowadza się do oceny zgodności dwóch rozkładów empirycznych, otrzymanych z prób niezależnych (test Kołmogorowa-Smirnowa, jednorodności chi-kwadrat, test mediany, test serii), a także zgodności rozkładów w próbach połączonych (test znaków). 
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